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Удовлетворяя найденное решение интегрального уравнения (12) заданным граничным условиям, 
можем по известным формулам рассчитать нормальные . .( , , ), ( , , )r r z t r z t    и касательные . ( , )rz r t  
динамические напряжения в анизотропной кольцевой профилированной пластине на упругом основа-
нии Пастернака, нагруженной периодически изменяющейся во времени распределенной поперечной 
нагрузкой :),( trqz
.
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Максимум нормальных напряжений достигается на внешних сторонах пластины при .
2
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В случае если поперечная нагрузка 0zq , то имеем задачу расчета спектра частот свободных коле-
баний кольцевой пластины. Удовлетворяя найденное решение интегрального уравнения Вольтерра за-
данным граничным условиям, из условия равенства нулю определителя, составленного из стоящих при 
постоянных интегрирования значений функций в граничных точках, получим частотное уравнение, 
которое решается аналитическими или численными методами.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЦЕНТРА СОПРОТИВЛЕНИЯ ДЛЯ КОРНЯ ЗУБА
В ФОРМЕ КРУГОВОГО ГИПЕРБОЛОИДА
В данной работе представлены результаты нахождения координат центра сопротивления для различных однокоренных 
зубов. Положение центра сопротивления определяется из условий равновесия корня в периодонтальной связке при действии 
на зуб сосредоточенной нагрузки. При этом предполагается, что углы поворота корня равны нулю, корень зуба перемещается 
только поступательно вдоль одной из координатных осей. Расчеты координат центров сопротивления выполнены для одно-
коренных зубов различной высоты, поперечного сечения и параметра, характеризующего закругление корня.
Проведен анализ влияния высоты костной ткани альвеолярного отростка на значения координаты центра сопротивления. 
Показано, что при опускании костной ткани центр сопротивления корня смещается вдоль оси зуба к апексу.
Ключевые слова: периодонтальная связка; корень зуба; круговой гиперболоид; центр сопротивления корня зуба; метод 
конечных элементов; закругление вершины корня; высота костной ткани.
In present paper the results of fi nding the coordinates of the centre of resistance to various single-root teeth are performed. Posi-
tion of the centre of resistance is determined by the equilibrium conditions of the root to the periodontal ligament under the action 
of a concentrated load. It is assumed that the angles of rotation equal to zero root, the root of the tooth moves only along one of the 
coordinateaxes. Coordinates of the centres of resistance calculations are made for single-root teeth of varying heights, cross-section 
and the rounding parameter of the root.
The infl uence of the alveolar bone height on the centre of resistance coordinates is study. It is shown that centre of resistance to the 
root moves along the axis of the tooth to the apex if bone loss.
Key words: periodontal ligament; root of the tooth; circular hyperboloid; centre of resistance; fi nite element method; rounding of 
the tooth apex; bone loss.
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Один из основных вопросов, рассматриваемых ортодонтией – профилактика и коррекция непра-
вильного прикуса, а также других зубочелюстных аномалий. При этом важной задачей представляется 
моделирование ортодонтического движения отдельных зубов. Зубы окружены периодонтальной связ-
кой, которая является тонкой мембраной, состоящей из коллагеновых волокон, и обеспечивает прикре-
пление зуба к окружающей альвеолярной кости. В нормальных условиях контакт между корнем зуба 
и костной тканью отсутствует. Нагрузка, действующая на коронку зуба, передается на альвеолярную 
кость посредством деформаций периодонтальной связки. В результате биологического отклика костной 
ткани альвеолярного отростка возникает ортодонтическое изменение положения зубов [1, 2]. Помимо 
физико-механических свойств и толщины периодонта, на перемещение зубов после применения орто-
донтических нагрузок оказывают влияние длина и форма зуба и уровень костной ткани альвеолярного 
отростка [36]. Также следует учитывать, что для определенного перемещения зубов соответствующим 
образом должны быть выбраны направление действия силы и ее точка приложения [7]. Применение 
произвольным образом приложенной и направленной силы приводит к одновременному смещению и 
повороту зуба. Если линия действия нагрузки проходит через центр сопротивления, связанный с кор-
нем зуба, имеет место только поступательное перемещение [8, 9].
Аналитические подходы к определению положения центра сопротивления, а также результаты ис-
следований напряженно-деформированного состояния периодонтальной связки, возникающего при 
перемещениях корня зуба в форме конуса, кругового и эллиптического параболоида представлены в ра-
ботах [1013]. Конечно-элементное моделирование перемещений зубов, рассматриваемых как парабо-
лоиды, расчеты их центров сопротивления, а также обзор исследований, выполненных в этом направ-
лении, можно найти в работах [1417]. В то же время форма корня зуба может быть аппроксимирована 
точнее на основании модели эллиптического гиперболоида [18], поскольку позволяет при заданных 
размерах поперечного сечения зуба задавать различные значения параметра, характеризующего закру-
гление корня. В данной работе представлены результаты определения центра сопротивления для кор-
ня зуба в форме кругового гиперболоида, находящегося в линейно-упругой периодонтальной связке. 
Проведен сравнительный анализ значений аппликат центра сопротивления, найденных на основании 
аналитического подхода и конечно-элементного моделирования.
Математическая модель
Внешняя поверхность корня зуба и прилегающая к нему внутренняя поверхность периодонтальной 
связки (считаем, что корень зуба является абсолютно твердым телом) описывается уравнением круго-
вого гиперболоида
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где h  высота корня зуба; a  радиус сечения корня зуба на уровне альвеолярного гребня; p  параметр, 
характеризующий закругление вершины корня зуба.
Внешняя поверхность периодонтальной связки, прилегающая к костной ткани зубной альвеолы, 
смещена по нормали по отношению к поверхнос ти корня зуба на величину  . Ее уравнение имеет вид
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Здесь nx, ny, nz  компоненты единичного вектора нормали к поверхности (1), которые определяются 
следующим образом:
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Будем считать, что к зубу приложена сосредоточенная сила xf , линия действия которой параллель-
на оси 0x . Внешняя поверхность корня является жестко закрепленной. В соответствии с работой [12] 
будем считать периодонт несжимаемым материалом с коэффициентом Пуассона, равным 0,49. Это 
означает, что при смещении корня зуба к стенке зубной альвеолы периодонт начинает растекаться во-
круг поверхности корня зуба. Тогда для любой точки периодонта, прилегающей к поверхности корня 
зуба, деформации и относительные сдвиги пропорциональны перемещениям точек периодонта вдоль 
нормали, образующей и направляющей:
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Здесь    cos sinnu u    перемещения точек периодонта вдоль нормали к поверхности корня 
зуба;    cos costu u     перемещения точек периодонта вдоль образующей к поверхности корня 
зуба;  sinu u     перемещения точек периодонта вдоль направляющей к поверхности корня зуба; u  перемещения точек периодонта вдоль оси 0x;    полярный угол;   угол между образующей к 
поверхности корня зуба t

 и плоскостью, параллельной плоскости 0x z, проходящей через точку P ;
  ширина периодонтальной связки в направлении нормали к поверхности (1). Нормаль, образующая 
и направляющая к поверхности корня зуба, а также его геометрические размеры показаны на рис. 1. 
Сечение корня плоскостью 0x y , действующая на корень зуба нагрузка xf , а также положение центра 
сопротивления корня crA , определяемое координатой cry , представлены на рис. 2.
С учетом уравнения поверхности корня (1) имеем
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Компоненты тензора деформаций в декартовой системе координат [13]
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Здесь 1T  матрица поворота относительно направляющей 

 на угол ; 2T  матрица поворота от-
Рис. 2. Сечение корня зуба плоскостью 0x y:
1  вершина корня зуба (апекс); 2  альвеолярный гребень;
3  корень зуба; 4 периодонтальная оболочка
постоянной толщины ; 
crA  центр сопротивления корня зуба;
cry  аппликата центра сопротивления
Рис. 1. Корень зуба в форме кругового
гиперболоида:
n  нормаль, t  образующая,   направляю-
щая к поверхности кругового
гиперболоида в точке P , полярный угол
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носительно оси 0z  на угол  ; T1T , T2T  транспонированные матрицы 1T  и 2T  соответственно.
После преобразований тензоров (3) будем иметь
   sin cos
xx
u      , 
 cos
2xy
u    , 0yy zz yz      , 
   sin sin
2xz
u     .               (4)
На основании закона Гука для однородной изотропной среды
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       11 1 2zz zz xx yyE             , 1 xyxy E    , 1 xzxz E    , 1 yzyz E    ,
где E модуль упругости периодонтальной связки;  коэффициент Пуассона.
С учетом выражений (4) для деформаций компоненты тензора напряжений
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Согласно определению центра сопротивления [12]
z
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x
y
c
 .                                                                         (6)
В соотношении (6) z  жесткость периодонтальной связки при повороте корня зуба относительно 
оси 0z , xc  жесткость периодонта при движении корня зуба вдоль оси 0x , которые являются коэффи-
циентами при перемещении u  в следующих уравнениях равновесия:
    z xy x yy y yz z xx x xy y xz z
F
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f n n n dF      ,                                                 (7)
где zm момент внешних сил относительно оси 0z; xf внешняя сила, действующая параллельно оси 0x.
     После соответствующих преобразований соотношений (7) с учетом компонент тензора напряжений 
(5) будем иметь
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Подставляя жесткости xc  и z  в выражение (6), получим отношение, позволяющее выполнить рас-
чет центра сопротивления корня в форме эллиптического гиперболоида.
Сравнительный анализ
Для нахождения координат центров сопротивления выполнено численное интегрирование по мето-
ду Гаусса  Кронрода для однокоренных зубов верхней и нижней челюсти, геометрические размеры 
которых приведены в работах [12, 19]. Для всех расчетных случаев толщина периодонтальной связки 
составляла 0,229  мм; модуль упругости 680E   МПа, коэффициент Пуассона 0,4   [12].
Параметризованная конечно-элементная модель корня зуба разработана с применением пакетов 
TetGen и TOCHNOG [20, 21]. Внешняя поверхность корня зуба и внутренняя поверхность перио-
донтальной связки задавались уравнением (1). На внешней поверхности периодонта, описываемой 
уравнением (2) и примыкающей к костной ткани зубной альвеолы, задано жесткое закрепление. Ко-
личество конечно-элементных узлов модели «корень зуба  периодонт» составляет 67 548, количе-
ство конечных элементов  374 371. Для периодонтальной связки размер конечных элементов равен 
0,057 25 мм. Сосредоточенная нагрузка прикладывалась к корню зуба на этапе формирования модели 
к узлу, находящемуся на оси симметрии корня. Координата femy  центра сопротивления определялась 
из условия равенства нулю перемещений корня вдоль оси 0y . Для визуализации перемещений ис-
пользовался пакет ParaView [22].
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Результаты расчетов координат cry  и femy  центров сопротивления, выполненные на основании фор-
мулы (6) и конечно-элементной модели для различных зубов верхнего и нижнего зубных рядов, при-
ведены в таблице. Параметр fem cr
fem
y y
y
   показывает величину отклонения координаты cry  от резуль-
татов конечно-элементного расчета.
Координаты центров сопротивления для различных зубов
Зубы верхнего и нижнего
зубных рядов a, мм h, мм p ycr, мм yfem, мм , %
Верхняя
челюсть
Центральный резец [12] 3,9 13,0 0,4 8,694 8,425 4,80
Центральный резец [19] 3,1 13,6 0,3 8,901 8,686 2,47
Боковой резец [19] 3,0 12,7 0,1 8,623 8,373 2,98
Клык [19] 3,5 15,8 0,2 10,454 10,204 2,45
Первый и второй 
премоляры [19]
3,3 14,2 0,3 9,310 9,086 2,47
Нижняя
челюсть
Центральный и боковой резцы [19] 2,8 12,2 0,1 8,261 8,020 8 2,91
Клык [19] 2,5 14,4 0,2 9,370 9,151 2,40
Первый и второй
премоляры [19]
3,0 15,5 0,2 10,151 9,921 2,32
Отметим, что в некоторых исследованиях, в частности [13], проводится анализ влияния соотно-
шения между радиусами сечений корня зуба в виде параболоида на напряженно-деформированное 
состояние периодонтальной оболочки. В дополнение к этому модель корня зуба в виде гиперболоида 
позволяет учесть влияние закругления корня. Анализ зависимостей координаты cry  центра сопротив-
ления от параметра p , характеризующего закругление корня в апексе, показывает, что для корней зу-
бов, имеющих в апексе геометрическую форму, близкую к конусу с малым углом раствора, координата 
центра сопротивления удалена на большее расстояние от вершины корня по сравнению с корнями 
с более закругленной вершиной.
Влияние вертикальной резорбции костной ткани
Уменьшение вертикального уровня костной ткани альвеолярного отростка, т. е. вертикальную атрофию 
или резорбцию костной ткани, будем учитывать как изменение ширины и высоты корня зуба, соответству-
ющие положению верхушки альвеолярного гребня. В этом случае геометрические параметры корня:
ar    22 1 1 , .ra r r p r p p h hr     
Здесь ra , rh   радиус сечения корня зуба на уровне альвеолярного гребня и высота корня при верти-
кальной резорбции, r  параметр, характеризующий высоту костной ткани, связанной с периодонтом 
( 0 1r  ).
Зависимость координаты центра сопротивления от 
параметра, характеризующего вертикальную резорб-
цию костной ткани, представлена на рис. 3. Выделенные 
на этом рисунке точки соответствуют отсутствию вер-
тикальной резорбции костной ткани ( 1r  ), резорбции 
25 % ( 0,75r  ) и 50 % ( 0,5r  ).
Как следует из рис. 3, зависимость координаты центра 
сопротивления от высоты костной ткани альвеолярного 
гребня является линейной зависимостью, которая практи-
чески не меняет своего вида при дальнейшем уменьше-
нии параметра r. Это обстоятельство можно использовать 
при прогнозировании соотношения между сосредоточен-
ной силой и моментом, прикладываемыми к корню зуба 
для осуществления корпусного перемещения [5, 8].
* * *
Предложенная в настоящей работе математическая модель корня зуба в форме кругового гиперболо-
ида, связанного с линейно-упругой периодонтальной связкой, позволяет с высокой точностью прогно-
зировать положение центра сопротивления для однокоренных зубов. Преимуществом предложенной 
формы зуба является возможность изменения закругления корня, что дает возможность более точно 
описать его внешнюю поверхность. Проведенный расчет координат центров сопротивления для раз-
Рис. 3. Зависимость координаты центра
сопротивления корня от параметра, характеризующего 
вертикальную атрофию костной ткани
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личных корней зубов показал, что при увеличении радиуса сечения корня на уровне альвеолярного 
гребня (при постоянном значении высоты корня), а также при увеличении параметра, характеризующе-
го закругление корня (при постоянных значениях высоты и радиуса сечения корня), координата центра 
сопротивления уменьшается. При изменении высоты костной ткани альвеолярного отростка координа-
та центра сопротивления изменяется практически линейно.
Полученные результаты можно использовать для определения величины нагрузки с учетом расчета 
напряжений и деформаций в периодонте и вертикальной резорбции костной ткани, а также для нахож-
дения соотношения между сосредоточенной силой и моментом, которые необходимы для достижения 
поступательного движения зуба.
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